Analysis of the sensitivity of a vibration-based procedure for structural identification by Auzins, J.P. & Boyko, A.F.
UDC 534-16
Analysis of the Sensitivity of a Vibration-Based Procedure for 
Structural Identification
J. P. Auzins and A. F. Boyko
Riga Technical University (RTU), Riga, Latvia
УДК 534-16
Анализ чувствительности вибрационного метода структурной 
идентификации
Я. П. Аузиньш, А. Ф. Бойко
Рижский технический университет, Рига, Латвия
Проанализирована точность определения свойств материалов элементов конструкций (мо­
дуль упругости, коэффициент Пуассона, плотность и др.) методом измерения частот 
собственных колебаний. Оценены точность определения частоты методом Фурье и влияние 
ее на конечный результат. С помощью метода метамоделей выведены зависимости между 
ошибками измерения частот и ошибками идентифицируемых параметров. Метод проил­
люстрирован на примере элемента обшивки с ребром жесткости.
К л ю ч е в ы е  с л о в а : а н а л и з  ч у в с т в и т е л ь н о с т и ,  с т р у к т у р н а я  и д е н т и ф и к а ц и я ,  
с о б с т в е н н ы е  ч а с т о т ы ,  м е т а м о д е л ь .
I n t r o d u c t i o n .  T h e  m e t h o d  o f  e i g e n f r e q u e n c i e s  o f  o s c i l l a t i o n s  i s  w i d e l y  u s e d  
f o r  e s t i m a t i o n  o f  s t r u c t u r a l  m a t e r i a l  p r o p e r t i e s .  T h e  m e t h o d o l o g y  o f  i d e n t i f i c a t i o n  
i s  s i m i l a r  t o  t h a t  d e s c r i b e d  f o r  c o m p o s i t e  p l a t e s  i n  [ 1 - 3 ] .  A c c o r d i n g  t o  t h i s  
m e t h o d ,  t h e  e i g e n f r e q u e n c i e s  o f  s t r u c t u r e s  a r e  m e a s u r e d  ( b y  t h e  r e s o n a n c e  
m e t h o d  a n d  F o u r i e r  t r a n s f o r m a t i o n )  a n d ,  a t  t h e  s a m e  t i m e ,  a  f i n i t e  e l e m e n t  m o d e l  
( F E M )  i s  d e v e l o p e d .  T h e  v a l u e s  o f  t h e  i d e n t i f i e d  p a r a m e t e r s  a r e  o b t a i n e d  b y  
m i n i m i z i n g  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  e x p e r i m e n t a l l y  o b t a i n e d  f r e q u e n c i e s  a n d  
t h o s e  c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  F E M  [ 1 - 3 ] .  I n  t h i s  p r o c e s s ,  c r u c i a l  e r r o r s  a r e  m a d e  t h e  
s o u r c e  o f  w h i c h  b e i n g  m e a s u r e m e n t s  o f  o s c i l l a t i o n  e i g e n f r e q u e n c i e s ,  e r r o r s  m a d e  
i n  t h e  d e s i g n  o f  s t r u c t u r e s ,  a s  w e l l  a s  t h e  d i s c r e p a n c y  b e t w e e n  t h e  m a t h e m a t i c a l  
( F E M )  a n d  p h y s i c a l  m o d e l s .  T h e  i n f l u e n c e  o f  t h o s e  e r r o r s  o n  t h e  f i n i t e  m o d e l  i s  
u s u a l l y  e v a l u a t e d  u s i n g  t h e  s e n s i t i v i t y  m a t r i x  [ 3 ] .  I n  p r a c t i c e ,  i t  i s  v e r y  i m p o r t a n t  
t o  e v a l u a t e  t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  f i n a l  r e s u l t  a n d  a l s o  t o  d e t e r m i n e  w i t h  w h a t  
a c c u r a c y  t h e  m e a s u r e m e n t s  o f  e i g e n f r e q u e n c i e s  s h o u l d  b e  m a d e  i n  o r d e r  t o  o b t a i n  
a  s a t i s f a c t o r y  a c c u r a c y  o f  t h e  f i n a l  r e s u l t .
1 .  F i n i t e  E l e m e n t  M o d e l .  T h e  c u r v e d  p l a t e  ( F i g .  1 )  w a s  d e s i g n e d  u s i n g  t h e  
A N S Y S  p r o g r a m .  T h e  n u m b e r  o f  e l e m e n t s  w i t h  o r i e n t e d  m e s h e s  i s  1 1 6 0 .  A  
s o l i d - s t a t e  e l e m e n t  ( a  c o m p o n e n t  w i t h  e l a s t i c  c h a r a c t e r i s t i c s  E  =  2 1 0  G P a ,
3
P o i s s o n ’ s  r a t i o  л  =  0 . 3 ,  a n d  d e n s i t y  p  =  7 8 0 0  k g / m  c o r r e s p o n d i n g  t o  a  c a r b o n  
s t e e l )  w a s  c h o s e n  a s  a  f i n i t e  e l e m e n t  [ 2 ] .  I n  c a l c u l a t i o n s ,  d a m p i n g  w a s  n o t  t a k e n
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i n t o  c o n s i d e r a t i o n .  T h e  e l a s t i c  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s t e e l  c u r v e d  s t i f f e n e d  p a n e l  w e r e  
d e t e r m i n e d  e m p l o y i n g  b o t h  e i g e n f r e q u e n c i e s  a n d  m o d e  s h a p e s  c a l c u l a t e d  b y  
A N S Y S  w i t h  f i x e d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( w i t h  o n e  f i x e d  e n d ) .
Fig. 1. Shell element with checkpoints (0.4X0.25X0.002 m, s = 0.015 s).
2 .  M e t h o d o l o g y  o f  I d e n t i f i c a t i o n .  T o  i d e n t i f y  t h e  m a t e r i a l  p r o p e r t i e s ,  i . e . ,  
t h r e e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c t o r  x  =  { E ,  n ,  p } ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  m i n i m i z e  t h e  
f u n c t i o n a l :  t h e  t o t a l  r e l a t i v e  d i s c r e p a n c y  b e t w e e n  t h e  e x p e r i m e n t a l l y  m e a s u r e d  
f r e q u e n c i e s  f i Xp a n d  n u m e r i c a l l y  c a l c u l a t e d  f r e q u e n c i e s  f  ( x )  ( i  = 1, 2 , . . . ,  m )  i s  
d e t e r m i n e d  b y
i=1
f i XP -  f i  (  x  )
f i
exp ( 1)
2
w h e r e  m  i s  t h e  n u m b e r  o f  t h e  f r e q u e n c i e s  e m p l o y e d .
I n s t e a d  o f  t h e  d i r e c t  m i n i m i z a t i o n  o f  f u n c t i o n a l  ( 1 ) ,  i t  i s  p r o p o s e d  t o  u s e  t h e  
m e t a m o d e l  t e c h n o l o g y .  T h i s  t e c h n o l o g y  e m p l o y s  t h e  s o - c a l l e d  n u m e r i c a l  
e x p e r i m e n t s  f o r  o b t a i n i n g  a p p r o x i m a t i n g  f u n c t i o n s
f i =  f i ( x X  i  = 1 . . . ,  m  ( 2 )
P r e v i o u s  i n v e s t i g a t i o n s  [ 1 ]  s h o w e d  t h a t  t h e  s e c o n d  o r d e r  a p p r o x i m a t i o n s  
s h o u l d  b e  u s e d  t o  b u i l d  t h e  a p p r o x i m a t i o n s  f . I n  t h i s  c a s e ,  t h e  r e l a t i v e  e r r o r  o f  
t h e  a p p r o x i m a t i o n  i s  l e s s  t h a n  0 . 0 3 % ,  w h i c h  i s  m u c h  s m a l l e r  t h a n  t h e  e r r o r  o f  t h e  
F E M .
F o r  c o m p u t a t i o n s ,  a  n u m e r i c a l  e x p e r i m e n t  w a s  p l a n n e d  u s i n g  t h e  c r i t e r i a  o f  
D - o p t i m a l i t y .  U n l i k e  t h e  e x p e r i m e n t a l  d e s i g n s  o f  D - o p t i m a l  n a t u r a l  e x p e r i m e n t s ,  
w h e r e  r e p e a t e d  e x p e r i m e n t s  w e r e  u s e d ,  i n  t h i s  m e t h o d  L a t i n  h y p e r c u b e - t y p e  p l a n s  
a r e  e m p l o y e d .  D - o p t i m a l  p l a n s  f o r  t h e  s e c o n d  o r d e r  a p p r o x i m a t i o n s  u s i n g  t h r e e  
f a c t o r s ,  h a v e  t o  c o n s i s t  o f  4 -  5 / 2 =  1 0  e x p e r i m e n t s  ( e x p e r i m e n t a l  r u n s ) .  U s u a l l y  a  
t w i c e  a s  l a r g e  n u m b e r  o f  r u n s  i s  u s e d .  I n  o r d e r  t o  c o m p a r e  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  
w i t h  c u b i c  a p p r o x i m a t i o n ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  h a v e  4 - 5 - 6/6 =  2 0  e x p e r i m e n t a l  
r u n s .  S i n c e  i n  t h i s  c a s e  t h e  F E M  c a l c u l a t i o n s  a r e  n o t  v e r y  t i m e - c o n s u m i n g ,  t h e  
D - o p t i m a l  L a t i n  h y p e r c u b e - t y p e  d e s i g n  [ 2 ]  w i t h  N  =  7 0  r u n s  a n d  K  =  3  v a r i a b l e s  
h a s  b e e n  s e l e c t e d  ( F i g .  2 ) .
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Fig. 2. Points of experimental design in 3D space.
T h e  d o m a i n  o f  i n t e r e s t  i s  c h o s e n  a s  f o l l o w s :  E  G  [ 1 9 5 ,  2 3 0 ] ,  /a, G  [ 0 . 2 1 ,  0 . 3 7 ] ,  
a n d  p  G  [ 7 7 0 0 ,  8 8 0 0 ] .
3 .  S h o r t  A n a l y s i s  o f  t h e  S o u r c e  o f  I n a c c u r a c y  i n  D e t e r m i n i n g  F r e q u e n c i e s  
b y  t h e  F o u r i e r  M e t h o d .  T h e  f i r s t  t h i r t y  e i g e n f r e q u e n c i e s  w e r e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  
A N S Y S  a t  t h e  f i r s t  s t a g e  o f  c a l c u l a t i o n .  T h i s  i s  a  f r a g m e n t  o f  t h e  r a n g e :  7 1 . 1 ;  
1 4 1 . 2 ;  2 4 2 . 7 ;  2 9 5 . 2 ;  3 2 1 . 3 ;  5 5 9 . 8 ;  5 6 0 . 1 ;  5 7 2 . 1 ;  7 3 8 . 8 ;  8 5 5 . 3 ;  8 6 4 . 2 ;  8 6 9 . 5 ;  . . .  .
T o  d i s c l o s e  t h e  f r e q u e n c i e s  e x i s t i n g  i n  t h e  p l a t e ,  t h e  t i m e  i n t e g r a t i o n  w a s  
c a r r i e d  o u t  w i t h  a  s m a l l  s t e p ,  n a m e l y ,  0 . 0 0 0 1  s .  D u r i n g  m o d e l i n g  i t  b e c a m e  c l e a r  
t h a t  i t  w a s  n e c e s s a r y  t o  a p p l y  a n  a s y m m e t r i c  i m p u l s e  l o a d  t o  t h e  s t r u c t u r e  f o r  
e x c i t a t i o n  o f  t h e  g r e a t e s t  n u m b e r  o f  f r e q u e n c i e s .
3 . 1 .  S p e c t r a l  A n a l y s i s .  T o  c o m p l e t e  t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  f a c t s  e s t a b l i s h e d  
d u r i n g  s p e c t r a l  a n a l y s i s  b a s e d  o n  t h e  d a t a  c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  A N S Y S  p r o g r a m ,  
w e  w i l l  c a r r y  o u t  t h e  s y n t h e s i s  o f  f r e q u e n c y - a m p l i t u d e  p r o c e s s e s  u s i n g  t h e  
P o l y h a r m o n i c  p r o g r a m  c r e a t e d  i n  t h e  R T U  M M D  L a b o r a t o r y .  T h i s  p r o g r a m  w a s  
c r e a t e d  f o r  t h e  s i m u l a t i o n  o f  t h e  e i g e n f r e q u e n c y  m e a s u r e m e n t  p r o c e s s  u s i n g  t h e  
F o u r i e r  t r a n s f o r m a t i o n .  T h e  p r o g r a m  c a n  g e n e r a t e  t r a n s i t i o n a l  f r e q u e n c y - a m p l i t u d e  
p r o c e s s e s  b y  t h e  f i r s t  3 0  f r e q u e n c i e s  a n d  a d d  t h e  e f f e c t s  o f  n o i s e  a n d  e n e r g y  
d i s s i p a t i o n .  T h e  p r o c e s s  s y n t h e s i z e d  b y  t h e  P o l y h a r m o n i c  p r o g r a m  a n d  t h a t  
c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  A N S Y S  a g r e e  w e l l  w i t h  e a c h  o t h e r  w h e n  t h e  a m p l i t u d e s  o f  
t h e  p r o c e s s e s  a r e  i n v e r s e l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  s q u a r e d  e i g e n f r e q u e n c y .
V e r i f i c a t i o n  o f  t h e  f r e q u e n c y  s p e c t r a  o b t a i n e d  f r o m  c a l c u l a t i o n s  b y  t h e  
A N S Y S  a n d  f r o m  t h e  s y n t h e s i z i n g  b y  t h e  P o l y h a r m o n i c  p r o g r a m  s h o w s  t h a t  t h e  
l o w e s t  e i g e n f r e q u e n c i e s  a r e  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  P o l y h a r m o n i c  w i t h  t h r e e - d e c i m a l  
d i g i t  a c c u r a c y  f  1 =  7 1 . 2  a n d  f 2 =  1 4 1 . 2 7  H z .  N e v e r t h e l e s s ,  t h e  h i g h e r  
f r e q u e n c i e s  ( h i g h e r  t h a n  t h e  1 5 t h  f r e q u e n c y )  a t t e n u a t e  q u i c k l y  a n d  i t  i s  i m p o s s i b l e  
t o  i d e n t i f y  t h e m  i n  t h e  b o t h  p r o g r a m s .  P e r h a p s ,  t h i s  i s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  
n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  a l g o r i t h m  a n d  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o n  
t h e  r e s u l t s  o f  i d e n t i f i c a t i o n  o f  t h e  e i g e n f r e q u e n c y .
T h e  f r e q u e n c y  f 3 =  2 4 2 . 7 1  H z  i s  n o t  v i s i b l e  i n  t h e  p r o c e s s  g i v e n  b y  t h e  
A N S Y S .  H o w e v e r ,  i n  t h e  s y n t h e s i z e d  p r o c e s s  t h i s  f r e q u e n c y  i s  c l e a r l y  s e e n .  
H e n c e ,  t h e  a b o v e - m e n t i o n e d  f r e q u e n c y  h a s  n o t  b e e n  e x c i t e d  i n  t h e  c u r r e n t
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e x p e r i m e n t ,  b u t  i t  c a n  b e  d i s p l a y e d  i f  a n o t h e r  l o a d i n g  m o d e  o r  l o a d  c o m b i n a t i o n  
i s  a d d e d .
I t  h a s  t o  b e  a d m i t t e d  t h a t  i f  s o m e  e i g e n f r e q u e n c i e s  a r e  c l o s e l y  s i t u a t e d  d u r i n g  
p r o c e s s i n g  b y  t h e  A N S Y S ,  t h e  p e a k s  c o n v e r g e  a n d  w e  s h a l l  s e e  o n l y  o n e  
f r e q u e n c y  ( F i g .  3 ) .  T h i s  p h e n o m e n o n  i s  i n t e n s i f i e d  w i t h  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  
f r e q u e n c y .  H o w e v e r ,  i n  t h e  s y n t h e s i z i n g  s p e c t r u m  b y  t h e  P o l y h a r m o n i c  p r o g r a m ,  
t h e  n e a r l y  s i t u a t e d  e i g e n f r e q u e n c i e s  a r e  p r e s e n t e d  a n d  c l e a r l y  s e e n  ( F i g .  4 ) .
No. 6 7 8 9 10 11 12
Frequency 559.80 560.19 572.17 738.88 855.30 864.29 869.55
a ’ 1
1
AD.DOOD-
d-; I 1 i i g i f ■p i f f i i к яkn— . *
500 520 540 560 580 60D 620 640 66D 6B0 700 720 740 760 780 8Q0 820 840 860 880 900
№
Fig. 3. Frequency spectrum in the range from 500 to 900 Hz obtained by ANSYS.
No. 6 7 8 9 10 11 12
Frequency 559.80 560.19 572.17 738.88 855.30 864.29 869.55
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Fig. 4. Frequency spectrum in the range from 500 to 900 Hz obtained by Polyharmonic program.
I n  a d d i t i o n ,  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  n o i s e  l e v e l ,  a t t e n u a t i o n ,  t h e  n u m b e r  a n d  
q u a n t i t y  o f  t h e  d i s c r e t i z a t i o n  s t e p s  o f  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m a t i o n  o n  t h e  f r e q u e n c y  
c a l c u l a t i o n  a c c u r a c y  w a s  a n a l y z e d .  I t  w a s  f o u n d  t h a t  a t  a  n o i s e  l e v e l  o f  2 0 % ,  
e i g e n f r e q u e n c i e s  u p  t o  t h e  10t h  n u m b e r  a r e  c a l c u l a t e d  w i t h  e x a c t n e s s  i n  s e c o n d  
n u m b e r .  I t  i s  p o s s i b l e  t o  p r e c i s e l y  d e t e r m i n e  t h e  e i g e n f r e q u e n c i e s  u p  t o  t h e  6t h -  
8t h  f r e q u e n c i e s  w i t h  a  s i m u l t a n e o u s  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  a t t e n u a t i o n  i n  t h e  a m o u n t  
o f  a b o u t  ( 1 -  6)  • 10- 6 .
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A n a l y s i s  o f  t h e  n u m b e r  a n d  q u a n t i t y  o f  d i s c r e t i z a t i o n  s t e p s  o f  t h e  F o u r i e r  
t r a n s f o r m a t i o n  r e v e a l s  t h a t  t h e  d e c r e a s e  i n  t h e  s t e p  n u m b e r  f r o m  3 0 0 0  t o  2 0 0 0  
l e a d s  t o  a  s i g n i f i c a n t  l o s s  i n  t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  e i g e n f r e q u e n c i e s  
a b o v e  t h e  10t h  f r e q u e n c y .
4 .  S e n s i t i v i t y  A n a l y s i s  o f  I d e n t i f i c a t i o n .  W h e n  t h e  i d e n t i f i c a t i o n  p a r a m e t e r s  
a r e  o b t a i n e d ,  i t  i s  i m p o r t a n t  t o  e s t i m a t e  h o w  t h e  p r e c i s i o n  o f  t h e  n a t u r a l  
e i g e n f r e q u e n c y  m e a s u r e m e n t  i n f l u e n c e s  t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  i d e n t i f i c a t i o n  r e s u l t s  
a n d  w h i c h  s a m p l e  o f  t h e  m e a s u r e d  e i g e n f r e q u e n c i e s  g i v e s  t h e  h i g h e s t  p r e c i s i o n  o f  
t h e  i d e n t i f i c a t i o n  r e s u l t s .  T r a d i t i o n a l l y ,  t h e  s e n s i t i v i t y  c o e f f i c i e n t s  a r e  u s e d  a s  
p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  o f  a  m o d e l  r e s p o n s e  w i t h  r e s p e c t  t o  a  m o d e l  p a r a m e t e r  o r  i n  t h e  
c a s e  o f  m a t e r i a l  i d e n t i f i c a t i o n  [ 3 ] .  B u t  i n  p r a c t i c e  i t  i s  a l s o  i m p o r t a n t  t o  c l a r i f y  t h e  
r e l a t i v e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  o f  t h e  f r e q u e n c y  m e a s u r e m e n t ,  s o  t h a t  t h e  s t a n d a r d  
d e v i a t i o n  o f  t h e  i d e n t i f i e d  E  v a l u e  d o e s  n o t  e x c e e d ,  f o r  e x a m p l e ,  1 % .
S i n c e  t h e  m e a s u r e m e n t  p r e c i s i o n  f o r  t h e  h i g h e s t  f r e q u e n c i e s  i s  l o w e r ,  s c a l e d  
v a l u e s  o f  t h e  f r e q u e n c i e s  a r e  u s e d  f o r  i d e n t i f i c a t i o n ,  d i v i d i n g  t h e m  b y  t h e  
r e s p e c t i v e  v a l u e  o f  t h e  m e a s u r e d  f r e q u e n c i e s .  N o r m a l i z e d  f r e q u e n c i e s  a r e  d e n o t e d  
a s  g i ,  i =  1,  2 ,  . . . ,  m .
S e n s i t i v i t y  a n a l y s i s  i s  m a d e  u s i n g  l i n e a r  m o d e l s ,  a n d ,  a c c o r d i n g l y ,  l i n e a r  
a p p r o x i m a t i o n s :
g i  =  A ix  +  B i ,  i =  1  2  ■■■,  m  ( 3 )
o r ,  t h e  s a m e  i n  t h e  m a t r i x  f o r m :
G  =  A x  +  B ,  ( 4 )
w h e r e  A  i s  t h e  m a t r i x  m  X 3  a n d  B  i s  t h e  c o l u m n  v e c t o r  o f  l e n g t h  m, w h i c h  a r e  
c a l c u l a t e d  u s i n g  l i n e a r  a p p r o x i m a t i o n s .
T o  i d e n t i f y  t h e  m a t e r i a l  p r o p e r t i e s  x ,  f u n c t i o n a l  ( 1 )  s h o u l d  b e  m i n i m i z e d :
m
$  =  2 ( A ix  +  B i  - 1 ) 2 . ( 5 )
i =1
T h e  f u n c t i o n a l  i s  q u a d r a t i c ,  t h e  m i n i m u m  c a n  b e  f o u n d  e q u a t i n g  p a r t i a l  
d e r i v a t i v e s  t o  z e r o
a o  m
—  =  2^ ( A ,x  +  B t - 1) A i 1 =  0,
a x  1 1=1
a o  m
—  =  2^  ( A tx  +  B i  -  1) A i 2 =  0 ,  ( 6)
a x  2 i =1
a o  m
—  =  2 ^ ( A ,x  +  B i -  1 ) A i 3 =  0 .
a x  3  -1 3 i =1
T h i s  g i v e s  l i n e a r  e q u a t i o n s  i n  t h e  m a t r i x  f o r m :
S x  +  B  *  =  0 ,  ( 7 )
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w h e r e
S  =  A T A ,
B  *  =  A T ( B  -  I ) ,  I  =  [ 1 , 1 , 1 , 1 , . . . , 1 ] T .
( 8)
( 9 )
L e t ’ s  p r e s u m e  t h a t  r e l a t i v e  e r r o r s  o f  t h e  f r e q u e n c y  m e a s u r e m e n t s  £ g  a r e  
c r o s s - u n c o r r e l a t e d ,  n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d  r a n d o m  v a l u e s  w i t h  z e r o  m e a n s  a n d  
s t a n d a r d  d e v i a t i o n s  a  t ( i  = 1, 2 ,  . . . ,  m ) .
T h e n  t h e  c o l u m n  v e c t o r  £  x  e r r o r  o f  i d e n t i f i c a t i o n  e r r o r s  £  X  ( i  =  1 , 2 , 3 )  i s
w h e r e  C  =  ( A T A )  1A T  i s  t h e  m a t r i x  3  X  m .
( 10)
T h u s ,  t h e  e r r o r s  o f  t h e  i d e n t i f i e d  p a r a m e t e r s  £  X ,  i  =  1 ,  2 ,  3  a r e  n o r m a l l y  
d i s t r i b u t e d  r a n d o m  v a l u e s  w i t h  z e r o  m e a n s  a n d  s t a n d a r d  d e v i a t i o n s  a X  [ 4 ]
2(Cÿo j  ) 2 ,  i =  1 , 2 , 3 .
j=1
( 11)
I f  a l l  m e a s u r e d  f r e q u e n c i e s  h a v e  e q u a l  r e l a t i v e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n s  a  t =  a  ^  
( i  =  1,  2 ,  . . . ,  m ) ,  t h e n  ____________________
O ;  = 2 ( C j ) 2 o f ,  i  = 1 , 2 , 3 .
j =1
( 12)
T h e  r e l a t i v e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  o f  t h e  i d e n t i f i e d  p a r a m e t e r s  c a n  b e  c a l c u l a t e d  
d i v i d i n g  a b s o l u t e  d e v i a t i o n s  b y  i d e n t i f i e d  v a l u e s  o f  x t
o
( 1 3 )
T h e  r e l a t i o n s  b e t w e e n  t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  o f  t h e  f r e q u e n c y  m e a s u r e m e n t  
e r r o r  a n d  t h e  p a r a m e t e r  i d e n t i f i c a t i o n  e r r o r s  a r e  l i n e a r ,  s o  w e  c a n  d i v i d e  o Ji rel b y  
o f  t o  o b t a i n  t h e  s e n s i t i v i t y  c o e f f i c i e n t  k t :
o
xrel
( 1 4 )
T h i s  c o e f f i c i e n t  s h o w s  t h a t  t h e  p e r c e n t a g e  e r r o r  o f  t h e  i t h  p a r a m e t e r  
i d e n t i f i c a t i o n  i s  k t t i m e s  l a r g e r  t h a n  t h e  p e r c e n t a g e  e r r o r  o f  t h e  f r e q u e n c y  
m e a s u r e m e n t .
x
x
x
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5 .  R e s u l t s  o f  I d e n t i f i c a t i o n  a n d  S e n s i t i v i t y  A n a l y s i s .  F o r  t h e  p u r p o s e  o f  
v e r i f i c a t i o n ,  w e  i d e n t i f y  p a r a m e t e r s  o f  t h e  m a t e r i a l s  w i t h  f i n i t e  “ m e a s u r e d ”  
f r e q u e n c i e s  s p e c i f i e d  i n  S e c t i o n  3 .  I t  i s  n e c e s s a r y  t o  i d e n t i f y  t h e  f o l l o w i n g  
p a r a m e t e r s :  E  =  2 1 0  G P a ,  u  =  0 . 3 ,  a n d  p  =  7 8 0 0  k g / m 3 .
T h e  i d e n t i f i e d  m o d e l  c o i n c i d e s  p r e c i s e l y  w i t h  t h e  r e s u l t s  o f  c a l c u l a t i o n  i n  t h e  
f r e q u e n c y  r a n g e  t o  t h e  2 0 t h  f r e q u e n c y  ( f 20 =  1 5 8 4 . 7  H z )  t h a t  w a s  n o t  u s e d  i n  
i d e n t i f i c a t i o n  o f  p a r a m e t e r s ,  w i t h  a n  a c c u r a c y  o f  0 . 0 1 %  ( i n  T a b l e  1  -  a  f r a g m e n t  
o f  t h e  r a n g e ) .  H e r e  t h e  r e s u l t  o f  p a r a m e t e r s  i d e n t i f i c a t i o n  i s  n o t  a s  a c c u r a t e :  
E  =  2 1 0  G P a  w i t h  a n  e r r o r  o f  3 . 9 % ,  u  =  0 - 3  w i t h  a n  e r r o r  o f  0 . 0 4 %  a n d  
p =  7 8 0 0  k g / m 3 w i t h  a n  e r r o r  o f  4 %  t h a t  d i f f e r s  s i g n i f i c a n t l y  f r o m  t h e  
“ e x p e r i m e n t a l ”  r e s u l t  i n  t h e  A N S Y S  p r o g r a m .
T a b l e  1
Calculated Errors
No. Experimental value (Hz) Calculated value (Hz) Error (%)
1 71.179 71.1749 0.0057
2 141.280 141.2800 0
3 242.710 242.7100 0
4 295.240 295.2400 0
5 321.390 321.3900 0
6 559.800 560.0280 -0.0410
7 560.190 560.0270 0.0291
8 572.170 572.1090 0.0107
9 738.880 738.8800 0
10 855.300 855.2900 0.0012
11 864.290 864.2900 0
12 869.550 869.5700 -0.0020
T h e  a n a l y s i s  o f  s e n s i t i v i t y  p e r f o r m e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  a f o r e m e n t i o n e d  
m e t h o d o l o g y  p r o v e s  t h a t  e v e n  i n  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  f r e q u e n c i e s  w i t h  a n  
a c c u r a c y  o f  0 . 1 %  t h e  e r r o r  o f  p a r a m e t e r s  d e t e r m i n a t i o n  w o u l d  b e :  E  =  2 1 0  ±  
2 6 1 2 . 4 1  ( 1 2 4 4 % ) ,  л  =  0 . 3  ± 0 . 0 0 4 0 2 9  ( 1 . 3 4 % ) ,  a n d  p  =  7 8 0 0 ±  1 0 1 4 1 . 1  ( 1 3 0 0 % ) ,  
w h i c h  a t t e s t s  t o  i n s e n s i b i l i t y  o f  E  a n d  p  d e t e r m i n a t i o n .  T h e  r e s u l t  p r e s e n t e d  
s h o u l d  h a v e  b e e n  e x p e c t e d ,  p r o v i d i n g  p r o p o r t i o n a l  d e p e n d e n c e  o f  t h e  m a s s  a n d  
s t i f f n e s s  m a t r i x  r a t i o  o n  p  a n d  E ,  r e s p e c t i v e l y .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  m e t h o d  i s  u n a b l e  
t o  e x a c t l y  i d e n t i f y  t h e  m o d u l i  o f  e l a s t i c i t y  E  a n d  d e n s i t y  p  s i m u l t a n e o u s l y  a s  
t h e y  c o m p e n s a t e  e a c h  o t h e r  w i t h  r e s p e c t  t o  f r e q u e n c i e s .  T h a t  i s ,  i n  s i m u l t a n e o u s  
p r o p o r t i o n a l  c h a n g e  t h e  v a l u e s  o f  E  a n d  p  v a l u e s  o f  f r e q u e n c i e s  d o  n o t  c h a n g e .  
H e n c e  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  i t  i s  p o s s i b l e  t o  i d e n t i f y  P o i s s o n ’ s  r a t i o  w i t h  a n  e r r o r  o f  
± 0 . 0 0 4  t h a t  w o u l d  h a v e  b e e n  a  r a t h e r  g o o d  r e s u l t .
C o n s i d e r i n g  t h e  a f o r e m e n t i o n e d  p r o p o r t i o n a l i t y ,  t h e  a s s i g n m e n t  o f  i d e n t i f i c a t i o n  
m i g h t  b e  r e d u c e d  t o  i d e n t i f i c a t i o n  o f  t w o  p a r a m e t e r s  E  a n d  л  b y  a s s i g n i n g  a  
c o n s t a n t  v a l u e  o f  m a t e r i a l  d e n s i t y  p  =  7 8 0 0  k g / m  . H e n c e ,  b y  u s i n g  t h e  f i r s t  6
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f r e q u e n c i e s  w i t h  d e t e r m i n a t i o n  a c c u r a c y  o f  1%  t h e  r e s u l t  w o u l d  h a v e  b e e n  
E  =  2 1 0 . 1 2  G P a  ±  0 . 8 %  a n d  ^  =  0 . 3 0 4  ±  1 2 . 9 % ,  b u t  w i t h  t h e  f i r s t  1 2  f r e q u e n c i e s  
u s e d  -  E  =  2 0 9 . 8  G P a  ±  0 . 5 6 %  a n d  / /  =  0 . 3 0 2 ±  1 0 . 8 % .  T h e n ,  i n  i d e n t i f i c a t i o n  
a c c o r d i n g  t o  t h e  f i r s t  t w o  f r e q u e n c i e s ,  t h e  e r r o r  c o n s e q u e n t l y  w i l l  b e  1 . 5 %  a n d  
2 2 . 3 % ,  b u t  w i t h  t h e  u s e  o f  t h e  1 1 t h  a n d  1 2 t h  f r e q u e n c i e s ,  t h e  e r r o r  w i l l  b e  3 . 7 %  
a n d  1 0 8 % .  S i n c e  t h e r e  i s  a  l i n e a r  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  m e a s u r e m e n t  a n d  
i d e n t i f i c a t i o n  e r r o r s ,  t h e n  i n  f r e q u e n c y  m e a s u r e m e n t s  w i t h  a n  e r r o r  o f  0 . 1% ,  t h e  
i d e n t i f i c a t i o n  e r r o r  s h a l l  b e  10 t i m e s  l o w e r ,  r e s p e c t i v e l y .
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d e t e r m i n a t i o n  i n s i g n i f i c a n t l y .
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